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1 Samouczek fraktalny 

 

²ǎǘťǇ 
Samouczek fraktalny jest pomocą dydaktyczną, dedykowaną dla uczestników projektu 

„zaFRAKTALuj się!” koordynowanego przez Wydział Mechaniczny Technologiczny Politechniki 

Śląskiej. Projekt jest realizowany w ramach programu grantowego „mPotęga”, finansowanego 

przez mFudację oraz Fundację „Dobra Sieć”. 

Projekt „zaFRAKTALuj się!”  to inicjatywa popularno-naukowa skierowana do uczniów szkół 

gimnazjalnych i ponadgimnazjalnych z całej Polski. Projekt dotyczy popularyzacji zagadnień 

związanych z geometrią fraktalną i polega na poznaniu podstawowych zagadnień z dziedziny 

geometrii fraktalnej, a następnie możliwości wzięcia udziału w konkursie na najlepszy fraktal 

realizowanym w ramach projektu „zaFRAKTALuj się!“. 

Niniejszy Samouczek fraktalny jest podstawowym kompendium, przygotowanym na potrzeby 

konkursu, na podstawie którego uczestnicy projektu „zaFRAKTALuj się!“ mogą poznać zarys 

teorii dotyczący geometrii fraktalnej w przestrzeniach hiperzespolonych oraz posiąść niezbędną 

wiedzę i umiejętności do samodzielnego generowania fraktali w środowisku ChaosPro, 

a w szczególności do tworzenia unikatowych obrazów fraktalnych, co jest jednym 

z podstawowych celów konkursu. 

Więcej informacji o projekcie można znaleźć na oficjalnej stronie internetowej projektu: 

www.zafraktalujsie.polsl.pl.

http://www.zafraktalujsie.polsl.pl/
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Podstawy teoretyczne 

½ōƛƽǊ Mandelbrota 

Geometria fraktalna zajmuje się unikatowymi obiektami geometrycznymi, które cechują się 

samopodobieństwem i wykazują wysoki stopień skomplikowania bez względu na to jak bardzo 

powiększymy widok takiego obiektu. Główne miejsce wśród fraktali zajmuje zbiór Mandelbrota 

(https://pl.wikipedia.org/wiki/Zbiór_Mandelbrota), którego nazwa pochodzi od nazwiska 

uczonego, który spopularyzował i upowszechnił geometrię fraktalną, Benoita Mandelbrota, 

nazywanego Ojcem geometrii fraktalnej. Stworzył on zbiór, którego krawędź wykazuje cechy 

fraktalne, a nawet multifraktalne, co oznacza, że znajduje się w nim wiele fraktali. Zbiór ten 

(Rys.1) uważa się za najbardziej skomplikowany obiekt geometryczny kiedykolwiek stworzony 

przez człowieka. 

 

wȅǎΦмΦ ½ōƛƽǊ aŀƴŘŜƭōǊƻǘŀ 

Co zapewne będzie dla Ciebie zaskakujące, ten najbardziej skomplikowany obiekt geometryczny 
jest tworzony na podstawie bardzo prostego wzoru rekurencyjnego: 

czz kk +=+
2

1 , (1) 

co oznacza, że wartość kolejnego punktu 1+kz  zbioru jest obliczana na podstawie wartości 

poprzedniego punktu podniesionej do kwadratu 2
kz  i do tej wartości jest dodawana stała c. Zbiór 

Mandelbrota jest zdefiniowany przy pomocy liczb zespolonych, czyli takich, które posiadają 

część rzeczywistą oraz część urojoną (posiadającą jednostkę urojoną i, która podniesiona do 

kwadratu daje wynik –1). Ponadto, zbiór Mandelbrota jest swojego rodzaju mapą (Rys.2), która 

łączy w sobie zbiory Julia i Fatou, których nazwy pochodzą od nazwisk francuskich naukowców, 

zajmujących się opisem dynamiki układów. Oprócz matematycznego opisu, wszystkie 

(a przynajmniej zdecydowana większość) wymienione zbiory charakteryzują się cechami 

estetycznymi i te właśnie cechy przyciągają coraz nowych pasjonatów geometrii fraktalnej. 

https://pl.wikipedia.org/wiki/Zbiór_Mandelbrota
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¦ƻƎƽƭƴƛŜƴƛa zbioru Mandelbrota 

Naturalnym następstwem stworzenia tego zbioru było jego uogólnienie, pod różnymi 

względami, czym aktywnie zajmowali się matematycy nowopowstającej dziedziny. Jak zapewne 

zauważyłeś, zbiór Mandelbrota jest przedstawiony na płaszczyźnie, która posiada dwa wymiary. 

Na osiach tej płaszczyzny przedstawiane są części liczb zespolonych, za pomocą których ten zbiór 

jest reprezentowany, tj. na osi poziomej są przedstawiane części rzeczywiste tych liczb, a na osi 

pionowej – części urojone. Nic zatem nie stoi na przeszkodzie, aby wymiar przestrzeni, w której 

reprezentowany jest nasz fraktalny zbiór, zwiększyć. 

Nie możemy jednak zwiększyć wymiaru przestrzeni do trzech, o ile nie istnieją liczby, które 

stanowiłyby uogólnienie liczb zespolonych do trójek uporządkowanych. Następną możliwą 

liczbą, która byłaby uogólnieniem liczb zespolonych jest kwaternion. Jest to liczba, która posiada 

jedną część rzeczywistą oraz trzy części urojone i, j, k, zatem jest ona czterowymiarowa i należy 

do grupy liczb hiperzespolonych. Więcej o tych liczbach można przeczytać pod adresem: 

https://pl.wikipedia.org/wiki/Kwaterniony. Z  wykorzystaniem tych liczb, jak w przypadku liczb 

zespolonych, możemy wygenerować piękne fraktale. 

Ale jak przedstawić coś co ma cztery wymiary skoro w naszej rzeczywistości i pojmowaniu 

dysponujemy tylko trzema (długość, szerokość, wysokość)? Nie mówimy tutaj 

o czasoprzestrzeni, więc czwarty wymiar bynajmniej nie jest czasem, lecz wymiarem 

geometrycznym, jak pozostałe trzy. Otóż, zazwyczaj przedstawiamy takie obiekty w postaci rzutu 

z przestrzeni czterowymiarowej na trójwymiarową. Proces rzutowania można porównać do 

cienia na ścianie, który rzucają różne przedmioty, znajdujące się pomiędzy wspomnianą ścianą a 

źródłem światła. Mimo tego, że obiekt rzucający cień jest trójwymiarowy sam cień znajduje się 

na płaszczyźnie (ścianie) i jest dwuwymiarowy (płaski). W ten sposób na ścianie widzimy tylko 

kontur (zarys) naszego przedmiotu i obracając przedmiot w większości przypadków będzie 

zmieniać się również cień. W przypadku czterowymiarowych obiektów mamy dokładnie taką 

samą sytuację, z tym że o jeden wymiar wyżej. Wynikiem rzutowania z przestrzeni 

czterowymiarowej będzie „trójwymiarowy cień”, który również będzie ulegał zmianie w miarę 

obracania naszego czterowymiarowego obiektu. 

Oprócz kwaternionów możliwe jest inne uogólnienie liczb zespolonych. Takim uogólnieniem są 

liczby bizespolone (nazywane także liczbami dwuzespolonymi lub tessarinami), które również są 

liczbami czterowymiarowymi. Różnią się od kwaternionów przede wszystkim tym, że 

w przypadku kwaternionów mamy do czynienia z trzema jednostkami urojonymi, tj. i2 = j2 = k2 = 

–1, a w przypadku liczb bizespolonych i2 = k2 = –1, natomiast j2 = +1. Dzięki tej właściwości liczby 

bizespolone zaliczane są do grupy liczb hiperrzeczywistych. Kwaterniony i liczby bizespolone 

różnią się także niektórymi właściwościami w zakresie operacji ich mnożenia. 

Możliwe są także inne uogólnienia, np. oktoniony lub liczby trizespolone, które są liczbami 

definiowanymi w ośmiowymiarowej przestrzeni hiperzespolonej lub hiperrzeczywistej, jednak ze 

względu na możliwość przedstawienia jedynie trzech wymiarów z ośmiu, takie uogólnienia nie 

będą tutaj rozpatrywane. Inne uogólnienia czterowymiarowe wykazują anomalie przy 

operacjach mnożenia, a jest to operacja podstawowa w przypadku zbioru Mandelbrota (patrz 

https://pl.wikipedia.org/wiki/Kwaterniony
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wzór (1)). W związku z tym, wśród czterowymiarowych fraktali pozostają nam dwie możliwości – 

fraktale na bazie kwaternionów i liczb bizespolonych i takie właśnie fraktale będziesz 

przygotowywać do konkursu. Ale bez obaw! Nie będziesz musiał pisać programów, wszystko da 

się „wyklikać” w interfejsie ChaosPro – narzędziu, w którym będziemy generować fraktale. 

Mimo ograniczenia do dwóch grup fraktali możliwości na wygenerowanie czegoś unikatowego 

jest naprawdę wiele. Przede wszystkim, możemy sterować wartościami stałej c we wzorze (1), a 

mając na uwadze, że będziemy widzieć tylko trójwymiarowy rzut wynikowej hiperbryły, możemy 

uzyskać wiele ciekawych kształtów. Ponadto, nie musimy przecież ograniczać się do najbardziej 

klasycznej postaci zbioru, opisanej wzorem (1). Możemy wykorzystać modyfikacje wzoru (1), 

gdzie możemy również poszukać wartości stałej c, która da nam w wyniku ciekawe i niebanalne 

kształty. W końcu, możemy wymyślić własną postać wzoru, na podstawie którego będziemy 

mogli generować fraktale. O wszystkich tych możliwościach dowiesz się w dalszych rozdziałach 

tego samouczka. 

L ƴŀ ǇƻŎȊŊǘŜƪ ŘƻōǊŀ ǊŀŘŀΥ ƴƛŜ ƳǳǎƛǎȊ ōȅŏ ǏǿƛŜǘƴȅƳ ƳŀǘŜƳŀǘȅƪƛŜƳΣ ȍŜōȅ ǿȅƎǊŀŏ ƴŀǎȊ ƪƻƴƪǳǊǎΦ 

²ȅǎǘŀǊŎȊȅΣ ȍŜ ǇƻȊƴŀǎȊ ǇƻŘǎǘŀǿȅ ƎŜƻƳŜǘǊƛƛ ŦǊŀƪǘŀƭƴŜƧΣ ǇƻȊƴŀǎȊ ǇǊƻgram (z tego samouczka) 

i ǎǇťŘȊƛǎȊ ǘǊƻŎƘť ŎȊŀǎǳ Ȋ ǇǊƻƎǊŀƳŜƳΣ ŀ ȊƴŀƧŘȊƛŜǎȊ ƴŀǇǊŀǿŘť ŎƛŜƪŀǿȅ ƪǎȊǘŀƱǘ ŦǊŀƪǘŀƭŀΣ ƪǘƽǊȅ 

ƻǎǘŀǘŜŎȊƴƛŜ ǇǊȊŜƪƻƴŀ ƧǳǊȅ Řƻ ǇǊȊȅȊƴŀƴƛŀ ¢ƻōƛŜ ƴŀƎǊƻŘȅΦ ! ǿƛťŎ ς do boju! 
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Instalacja i konfiguracja oprogramowania 
Wykorzystywane oprogramowanie ChaosPro jest oprogramowaniem typu freeware, czyli 

ściągając je ze wskazanej lokalizacji posiądziesz darmową, pełną i legalną jego wersję. 

Po pobraniu oprogramowania ChaosPro ze strony internetowej www.chaospro.de (bezpośredni 

link do oprogramowania znajduje się na oficjalnej stronie internetowej projektu: 

www.zafraktalujsie.polsl.pl) należy dwukrotnie kliknąć w pobrany plik o nazwie cpro40_249.exe. 

Po ewentualnej kontroli konta użytkownika (musisz posiadać uprawnienia administratora, aby 

móc dokonać instalacji oprogramowania) należy przechodzić do kolejnych kart instalatora, 

klikając w przycisk Next (w razie potrzeby można zmienić lokalizację programu). Czwarta karta 

będzie posiadać przycisk Install. Należy kliknąć w ten przycisk, aby rozpocząć instalację. 

Po pomyślnym zainstalowaniu oprogramowania ChaosPro powinno pojawić się okno 

konfiguracyjne, a następnie główne okno programu. Aby w pełni korzystać z możliwości 

programu należy dokonać aktualizacji bibliotek, klikając w bocznym menu (z prawej strony) w 

zakładce Update formulas w przycisk Start, jak pokazano na Rys.2. W każdym przypadku należy 

wybrać opcje Complete database. 

 

Rys.2. Aktualizacja bibliotek w programie ChaosPro 

Ze względu na zakres prowadzonych prac w ramach realizacji zadań konkursowych wymagania 

do parametrów sprzętowych komputera nie są wysokie. Powinien wystarczyć procesor powyżej 

1 GHz i 1 GB RAM.  

http://www.chaospro.de/
http://www.zafraktalujsie.polsl.pl/
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Pierwszy kontakt z oprogramowaniem 
Główne okno programu ChaosPro składa się z paska menu, paska narzędzi (w którym znajduje 

się m.in. przycisk z predefiniowanymi paletami kolorów oraz dwie rozwijane listy z kolekcjami 

parametrów i samymi parametrami), bocznego menu, dolnego paska stanu oraz okna z 

generowanym obrazem. Widok głównego okna pokazano na Rys.3. 

 

Rys.3Φ ²ƛŘƻƪ ƻƪƴŀ ƎƱƽǿƴŜƎƻ ǿ ǇǊƻƎǊŀƳƛŜ /ƘŀƻǎtǊƻ 

Pasek menu umożliwia dostęp do wszystkich funkcji oprogramowania, poszczególne funkcje są 

szczegółowo omówione w dalszej części samouczka. 

Pasek narzędzi umożliwia dostęp do najczęściej używanych funkcji programu (Rys.4): 

 

Rys.4Φ tŀǎŜƪ ƴŀǊȊťŘȊƛ Ȋ ƴŀȊǿŀƳƛ ŦǳƴƪŎƧƛ ώȋǊƽŘƱƻΥ /ƘŀƻǎtǊƻ hƴƭƛƴŜ IŜƭǇ ±ŜǊǎƛƻƴ пΦлϐ 

¶ New: pozwala na stworzenie nowego okna z generowanym fraktalem o domyślnych 

parametrach. 

¶ Open: pozwala otwierać pliki różnego typu obsługiwane przez ChaosPro. 

¶ Save: pozwala zapisywać pliki w postaci plików parametrów o rozszerzeniu *.par. Ta 

funkcja jest jedną z kluczowych funkcji przy zapisywaniu prac konkursowych. Pozwala 

ona zapisać wszystkie ustawienia i parametry przygotowywanego fraktala. 

¶ Save All: pozwala zapisać wszystkie otwarte okna z fraktalami w pojedynczym pliku 

parametrów. 

¶ Print: drukowanie aktywnego okna z fraktalem. 
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¶ Start: ta funkcja umożliwia rozpoczęcie obliczeń w celu wygenerowania fraktala. Po 

kliknięciu w ten przycisk otwiera się nowe okno z generowanym fraktalem. 

¶ Stop: zatrzymanie generowania fraktala. 

¶ Delete: usuwanie fraktala ze struktury danych, w tym z rozwijanej listy parametrów 

i zwalnianie pamięci operacyjnej, przypisanej do celów generowania tego fraktala. 

¶ Resize: otwieranie zakładki Fractal size w bocznym menu w celu zmiany rozmiaru okna. 

¶ Undo/Redo: cofnięcie/przywrócenie ostatniej czynności. 

¶ Palette: zbiór predefiniowanych palet kolorów. Ta funkcja jest szczegółowo omówiona 

w dalszej części samouczka, w sekcji Kolorowanie. 

Dwie rozwijane listy, znajdujące się w pasku narzędzi obok przycisku Palette pozwalają na 

tworzenie układu hierarchicznego: w pierwszej znajdują się kolekcje parametrów, a w drugiej 

same parametry. Znajduje się tam wiele gotowych już fraktali i innych kształtów. 

!ōȅ ǿȅƎŜƴŜǊƻǿŀŏ ŦǊŀƪǘŀƭ ƴŀƭŜȍȅ ǿȅōǊŀŏ ƻǇŎƧť ƴŀƧǇƛŜǊǿ Ȋ pierwszej rozwijanej listy, a 

ƴŀǎǘťǇƴƛŜ Ȋ drugiej. Spowoduje to otwarcie nowego okna i ǊƻȊǇƻŎȊťŎƛŜ ƎŜƴŜǊƻǿŀƴƛŀ ŦǊŀƪǘŀƭŀΦ 

Boczne menu (znajdujące się z prawej strony w głównym oknie programu) zawiera rozbudowany 

zbiór funkcji, wykorzystywanych do konfigurowania parametrów programu oraz parametrów 

generowanego fraktala. Zawiera następujące palety: 

¶ Parameters: w tej zakładce jest możliwość ustawienia parametrów generowanego 

fraktala. W zależności od typu fraktala liczba kart i pola w poszczególnych kartach 

zmieniają się. W kontekście planowanych działań w ramach konkursu jest to 

najważniejsza zakładka. 

¶ Layer Properties: w zakładce możliwe jest sterowanie warstwami (dotyczy fraktali 2D), 

podobnie jak w programach graficznych typu Photoshop lub Corel Draw. 

¶ Render Jobs: zakładka służy do zarządzania procesem renderowania obrazów. Użycie 

tego trybu jest celowe, gdy generujemy obraz o dużych rozmiarach. W tym przypadku 

potrzebujemy znacznych zasobów, głównie pamięci operacyjnej. Taki tryb pozwala na 

generowanie obrazu linia po linii. 

¶ Comments: w tej zakładce można zapisać komentarze, informacje o zmiennych oraz 

autorstwie poszczególnych fraktali. 

¶ Fractal Size: ta zakładka pozwala na skalowanie okna z generowanym fraktalem. Mamy 

do dyspozycji kilka opcji predefiniowanych. Możemy również zadać własny rozmiar, 

wprowadzając wartości szerokości oraz wysokości w pikselach w polach Width i Height. 

Jeżeli chcemy wygenerować obraz większy niż rozdzielczość naszego ekranu, należy 

wybrać opcję Scrollbars. 

¶ Colorcycling: funkcja dostępna w tej zakładce pozwala na cykliczną zmianę kolorów, 

tworząc w ten sposób prostą animację. W tym celu należy zaznaczyć opcję Colorcycling 

oraz ustawić prędkość zmian (Speed) na suwaku lub wpisać wartość w polu obok. Opcja 

ta działa wystarczająco szybko przy fraktalach 2D. 

¶ 3D Parameter: ta zakładka służy do tworzenia efektów 3D na podstawie fraktali 2D. 
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¶ Animations: w tej zakładce dostępny jest zestaw narzędzi do tworzenia animacji. Istnieje 

możliwość sterowania zmianą parametrów fraktali, ich kolorystyką itd., a także 

zapisywania i eksportowania plików w formatach wideo. 

¶ Update formulas: zakładka służy do aktualizacji bibliotek z predefiniowanymi fraktalami 

i narzędziami. Aby pobrać aktualną bazę należy wcisnąć przycisk Start, zaznaczając 

odpowiednie opcje powyżej (szczegóły są opisane w punkcie Instalacja i konfiguracja 

oprogramowania). 

¶ Messages: w tej zakładce są dostępne informacje o wyniku kompilowania wzorów 

i renderowania fraktali. W przypadku wystąpienia błędów w tej zakładce można znaleźć 

informacje o przyczynach. 

Szczegółowy opis palet jest prezentowany w miarę potrzeby wyjaśnienia kolejnych funkcji 

programu. W przypadku braku szczegółowych informacji w Samouczku należy zaczerpnąć tych 

informacji z pomocy programu wybierając z paska menu Help Ą Help contents... lub wciskając 

skrót klawiszowy Ctrl+F1. 

W dolnym pasku stanu znajdują się informacje dotyczące procesu generowania fraktala. Etykieta 

Elapsed z licznikiem czasu wskazuje ilość czasu, która minęła od rozpoczęcia procesu 

generowania fraktala. W tym przypadku licznik czasu ustaje, gdy generowanie fraktala zostaje 

zakończone. Etykieta Remaining z licznikiem czasu wskazuje orientacyjną ilość czasu do 

zakończenia generowania fraktala w aktywnym oknie. W dalszej kolejności jest wskazany 

procentowy postęp generowania oraz rozdzielczość generowanego obrazu w pikselach. 

Okno z generowanym fraktalem przedstawia postać graficzną fraktala. Posługując się myszką, 

możliwa jest prosta transformacja obrazu. Przy wciśniętym lewym przycisku myszy możliwe jest 

przesuwanie obrazu w płaszczyźnie, natomiast scroll na myszy pozwala na skalowanie obrazu. 

tǊȊȅ ŘŜŦƛƴƛƻǿŀƴƛǳ ǇƻǎȊŎȊŜƎƽƭƴȅŎƘ ǇŀǊŀƳŜǘǊƽǿ ƛ ȊŀǇƛǎȅǿŀƴƛǳ ŦǊŀƪǘŀƭŀ ƴŀƭŜȍȅ ǳǇŜǿƴƛŏ ǎƛťΣ ȍŜ 

ƻƪƴƻΣ ǇŀǊŀƳŜǘǊȅ ƛκƭǳō ƻōǊŀȊ ƪǘƽǊŜƎƻ ŎƘŎŜƳȅ ȊŀǇƛǎŀŏ ƧŜǎǘ ŀƪǘȅǿƴŜΦ !ōȅ ǳŎȊȅƴƛŏ ŘŀƴŜ ƻƪƴƻ 

ŀƪǘȅǿƴȅƳ ƴŀƭŜȍȅ ƪƭƛƪƴŊŏ ǿ ƧŜƎƻ ǿŜǿƴťǘǊȊƴŜ ǇƻƭŜΦ 
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Generujemy pierwszy fraktal 
Aby rozpocząć poszukiwania tego unikatowego kształtu, dobrym początkiem jest wybór typu 

fraktala oraz przestrzeni geometrycznej, w której będziemy ten fraktal generować. 

Rozpoczynamy pracę od domyślnych ustawień, jak na Rys.3. W tym celu w zakładce Parameters 

należy wybrać kartę Formula. W przypadku ustawień domyślnych mamy do czynienia 

z biblioteką Mandelbulb DE (nazwa widoczna na samej górze karty – Rys.5), czyli z tzw. 

ÀŀǊƽǿƪŀƳƛ aŀƴŘŜƭōǊƻǘŀ, jednym z pseudo-uogólnień 3D zbioru Mandelbrota. Mamy do 

dyspozycji niewiele parametrów, najważniejszym z których jest parametr Power (potęga), 

domyślnie ustawiony na 8. Jest to odpowiednik potęgi parametru z jak we wzorze (1). W tym 

przypadku parametr może przyjmować wartości całkowitoliczbowe od 2 bez górnego 

ograniczenia. Wraz ze zwiększaniem tej wartości stopień symetrii uzyskiwanego fraktala będzie 

wzrastać, ale jeżeli zastosujemy zbyt dużą wartość, to otrzymamy w wyniku kulę, która 

bynajmniej fraktalem nie jest. Kilka przykładów fraktali dla różnych wartości potęgi 

przedstawiono na Rys.6. 

 

  
 

  
Rys.5. Ustawienia w karcie Formula Rys.6. tǊȊȅƪƱŀŘƻǿŜ ŦǊŀƪǘŀƭŜ ǿȅƎŜƴŜǊƻǿŀƴŜ ǇǊȊȅ 

pomocy biblioteki Mandelbulb DE ze zmienianym 
parametrem Power, odpowiednio dla 8, 2, 3 i 40 

 

Poza wartością Power możemy sterować numerem iteracji (Iteration – suwak u góry), który 

również istotnie będzie nam wpływał na uzyskiwany kształt, Perturbation – parametr, który 

opisuje wartość początkową iteracji i który możemy definiować dla każdej osi osobno (wartości 

niecałkowitoliczbowe z zakresu [0,1]). Parametr Bailout Value jest swojego rodzaju progiem 

odcięcia i jego zmiana nie wpłynie na wygląd fraktala, chyba że jego wartość będzie mniejsza 

od 2. Pozostałe dwa parametry, Threshold i Accuracy, nie będą miały istotnego wpływu na 

wynikowy kształt, można je zatem pominąć. 

Dodatkowym narzędziem, które może być wykorzystane do zmiany kształtu fraktala jest 

transformacja, które znajduje się w zakładce Parameters w karcie Transformation. Tutaj, 
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poprzez dodawanie różnego rodzaju efektów jesteśmy w stanie modyfikować kształt fraktala. 

Aby dokonać takiej modyfikacji należy kliknąć w ikonę pióra ze znakiem plus (jak oznaczono na 

Rys.7). Następnie otworzy się okno, z którego będziemy mogli wybrać interesujący nas efekt. 

W danym przypadku został wybrany efekt Perlin FBM Displacement. Po wybraniu danego efektu 

jego nazwa pojawi się okienku, a u dołu będą dostępne jego parametry, które też można 

ustawiać wedle preferencji. 

    

Rys.7. ²ȅōƽǊ ŜŦŜƪǘǳ ǿ ƪŀǊŎƛŜ ¢ǊŀƴǎŦƻǊƳŀǘƛƻƴ 

Gdy już ustawiliśmy kształt fraktala można przystąpić do zmiany jego parametrów wizualizacji, 

czyli orientacji, oświetlenia i kolorowania. 

Do zorientowania naszego fraktala w przestrzeni (w danym przypadku trójwymiarowej) służy 

karta View w zakładce Parameters (Rys.8). Mamy tu do dyspozycji cztery suwaki: horizontal – do 

obracania względem osi pionowej, vertical – do obracania względem osi poziomej, Distance – do 

przybliżania/oddalania oraz Rotation – do obracania w płaszczyźnie. Poniżej jest grupa Position, 

w której znajdują się współrzędne naszego fraktala w przestrzeni oraz grupa Projection, w której 

znajdują się parametry rzutowania. 

W grupie Projection znajduje się opcja Depth of Field, która domyślnie jest włączona (Enabled 

jest zaznaczona) – Rys.8. Ta opcja powoduje, że wizualizacja fraktala jest rozmyta na brzegach, 

co nie zawsze jest efektem pożądanym. Aby wyostrzyć obraz na brzegach należy tą opcję 

wyłączyć. Przykładowe obrazy z włączoną i wyłączoną opcją Depth of Field pokazano na Rys.9. 

Do wyboru sposobu oświetlenia służy karta Light. W tej karcie możemy definiować źródła 

światła (do ośmiu jednocześnie) i każde z nich jesteśmy w stanie niezależnie sparametryzować. 

Przede wszystkim mamy do wyboru model oświetlenia: RGB (bardziej intensywne kolory) lub 
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Sat/Lum (bardziej stonowane kolory). Następnie, w grupie Light mamy ikony żarówek, które 

oznaczają źródła światła. Domyślnie jest włączone jedno źródło (pierwsze). Włączyć kolejne 

można klikając na daną ikonę z żarówką i zaznaczając u dołu opcję Enabled. Obok znajdują się 

trzy pola ze współrzędnymi źródła światła oraz trzy suwaki do ustawienia współrzędnych 

poniżej. W kolejnej grupie Settings/Color jesteśmy w stanie ustawić parametry i kolor 

oświetlenia. Ostatnie trzy grupy, czyli Shadow, Ambient Occlusion i Fog, umożliwiają dodanie 

efektów specjalnych oświetlenia. Nie zawsze jednak są to efekty pożądane, a dwa z nich 

(Ambient Occlusion i Fog) są włączone domyślnie. Jak w przypadku opcji Depth of Field w 

zakładce View, należy pamiętać o tych ustawieniach. Włączyć i wyłączyć te efekty można klikając 

na opcje Enabled w poszczególnych grupach. 

 

 
 

 
Rys.8. Ustawienia w karcie View Rys.9. hōǊŀȊ Ȋ ǿƱŊŎȊƻƴŊ ƛ ǿȅƱŊŎȊƻƴŊ ƻǇŎƧŊ Depth of Field 

 

Ostatnią grupą działań na fraktalu (i zarazem najbardziej rozbudowaną i spektakularną) jest 

kolorowanie. Możemy realizować kolorowanie z wykorzystaniem dostępnych funkcji w karcie 

Coloring w zakładce Parameters. Kolory na powierzchni generowanych fraktali są zazwyczaj 

powiązanie z parametrami samego fraktala: może to być odległość od orbity, numer iteracji, 

w której uzyskano dany obszar itd. Mając na uwadze te parametry możemy nakładać na fraktal 

związane z nimi palety kolorów. 
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Wśród dostępnych opcji mamy opcję Mapping, która pozwala na wybór predefiniowanych map 

z rozwijanej listy (patrz Rys.10). Domyślnie ustawiona jest mapa liniowa – czyli wartość Linear. 

Następnie możemy sterować opcjami Speed, Offset oraz Accel, które odpowiadają za prędkość 

zmian palety kolorów i przesuwanie palety na obiekcie. Kilka przykładów działania tych opcji 

przedstawiono na Rys.11. W przypadku tych opcji możemy wybrać wartość z listy rozwijanej 

oraz możemy wpisać własną wartość. 

Dodatkowo, mamy opcje Orbit Coloring i Specific Orbit, które są domyślnie włączone. Jeżeli 

wyłączymy pierwszą z nich pozostanie nam tylko lista rozwijana Formula, znajdująca się na 

samym dole karty (o niej za chwilę). Natomiast włączona opcja Orbit Coloring pozwala na 

sterowanie kolorowaniem w zależności od numeru iteracji (pole Iteration Cycle) oraz punktu 

bazowego orbity, w danym przypadku czterowymiarowego (w czterech kolejnych polach w Orbit 

Base Point podaje się współrzędne). Jeżeli natomiast wyłączymy opcję Specific Orbit, pole 

Iteration Cycle zamieni się w rozwijaną listę Orbit Mode z trzema możliwościami do wyboru: 

Min, Max oraz Average. Lista rozwijana Formula jest wykorzystywana do przywiązania sposobu 

kolorowania do odległości (Orbit Distance - domyślnie) lub do poszczególnych składowych 

punktu bazowego w przestrzeni czerowymiarowej (r-Distance, i-Distance, j-Distance, k-

Distance). Istnieje także możliwość wyboru ostatniej możliwości – Functional. Pojawia się 

wtenczas dodatkowa lista rozwijana Function, gdzie możemy związać sposób kolorowania z 

predefiniowanymi funkcjami. 

 

  
 

  

Rys.10. Ustawienia w karcie Coloring ǿǊŀȊ Ȋ ǇǊȊȅƪƱŀŘŀƳƛ ŘȊƛŀƱŀƴƛŀ ŦǳƴƪŎƧƛ Mapping Ȋ ǿŀǊǘƻǏŎƛŀƳƛ ǇŀǊŀƳŜǘǊǳ 
odpowiednio Sqr, Cube, Exp, Log 
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Rys.11. tǊȊȅƪƱŀŘȅ Ȋŀǎǘƻǎƻǿŀƴƛŀ ƻǇŎƧƛ ƪƻƭƻǊƻǿŀƴƛŀΣ ƻŘǇƻǿƛŜŘƴƛƻΥ ȊƳƛŀƴŀ ƻǇŎƧƛ Speed Ȋ ǿŀǊǘƻǏŎƛ лΦр ƴŀ лΦс ƛ лΦуΣ 
zmiana opcji Offset Ȋ ǿŀǊǘƻǏŎƛ мрл ƴŀ млл ƛ мул ƻǊŀȊ ȊƳƛŀƴŀ ƻǇŎƧƛ Accel Ȋ ǿŀǊǘƻǏŎƛ м ƴŀ лΦр ƛ р 

Istnieje także możliwość wyboru predefiniowanej biblioteki kolorów. Sposób wyboru biblioteki 

pokazano na Rys.12. 

 

Rys.12. {Ǉƻǎƽō ǿȅōƻǊǳ ōƛōƭƛƻǘŜƪƛ ƪƻƭƻǊƽǿ 

Ostatnią funkcją dotyczącą kolorowania jest wybór palety kolorów. Umożliwia ona wybór z listy 

predefiniowanych palet i nałożenie ich na wygenerowany fraktal. Dostęp do palety jest 

realizowany poprzez kliknięcie ikony Palette (patrz Rys.4). 
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Parametryzujemy fraktal czterowymiarowy 
Jak wspomniano wcześniej, mamy dwie rodziny fraktali, które możemy generować 

w hiperzespolonej przestrzeni czterowymiarowej w środowisku ChaosPro. Są to fraktale 

bazujące na kwaternionach oraz na liczbach bizespolonych. Parametryzacja tego typu fraktali 

nieznacznie różni się od tych rozpatrzonych w poprzednim rozdziale. Aby móc wygenerować 

fraktale z tych grup należy wybrać odpowiednią bibliotekę w zakładce Parameters w karcie 

Formula, jak pokazano na Rys.13. 

   

Rys.13. ²ȅōƽǊ ōƛōƭƛƻǘŜƪ Řƻ ƎŜƴŜǊƻǿŀƴƛŀ ŦǊŀƪǘŀƭƛ ōŀȊǳƧŊŎȅŎƘ ƴŀ ƪǿŀǘŜǊƴƛƻƴŀŎƘ ƛ ƭƛŎȊōŀŎƘ ōƛȊŜǎǇƻƭƻƴȅŎƘ 

Po wyborze jednej z nich uzyskujemy nieco inny wygląd karty Formula niż na Rys.13. Pozostaje 

suwak, pozwalający na zmianę iteracji, jednak pojawiają się nowe funkcje. Jedną z nich jest lista 

rozwijana Formula, która zawiera postacie matematyczne równania iteracyjnego, na podstawie 

którego jest generowany dany fraktal. Predefiniowane równania dostępne na liście rozwijanej są 

modyfikacjami wzoru (1). Pozwala to na uzyskanie nowych kształtów fraktali 

czterowymiarowych. 

Pamiętając o tym, że wynikowy obraz jest jedynie trójwymiarowym rzutem fraktala 

czterowymiarowego, mamy do dyspozycji dwa kwaterniony (lub liczby bizespolone), które 

możemy parametryzować w celu uzyskania nowych kształtów. Są to cztery pola oznaczone literą 

c (zakreślone na Rys.14 czerwonym prostokątem) oraz cztery pola oznaczone jako Starting Point 

(zakreślone na Rys.14 zielonym prostokątem). Pierwsze cztery pola definiują współczynniki przy 

częściach rzeczywistej i trzech urojonych dla stałej c (patrz wzór (1)), natomiast pozostałe cztery 

pola definiują te części dla punktu startowego, czyli wartości parametru z (patrz wzór (1)), od 

której zaczyna się proces iterowania. Zmieniając te wartości możemy istotnie wpływać na kształt 

naszego fraktala (a właściwie jego trójwymiarowego rzutu). Należy przy tym pamiętać, że 

wartości te (które oczywiście mogą być niecałkowitoliczbowe) powinny zawierać się w przedziale 

[-2;2] oraz że części dziesiętne oddzielane są kropką. Pozostałe pole, Bailout Value, zostało 

opisane wcześniej. Jest to ograniczenie promienia kuli, w którym znajdzie się rzut trójwymiarowy 
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fraktala. Aby zachować pełny obraz nie należy zmniejszać tej wartości poniżej 2. Opcja Inside jest 

przydatna w przypadku istnienia wewnętrznej struktury fraktala. 

 

Rys.14. ²ȅƎƭŊŘ ƪŀrty Formula Řƭŀ ƪǿŀǘŜǊƴƛƻƴƽǿ 

Poza kartą Formula funkcjonalność pozostałych kart jest identyczna z opisanym w poprzednim 

rozdziale przypadkiem. 
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Definiujemy ǿƱŀǎƴȅ ǿȊƽǊ ǊŜƪǳǊŜƴŎȅƧƴȅ 
Poza opisanymi w poprzednim rozdziale wzorami rekurencyjnymi, które znajdują się w liście 

rozwijanej Formula w karcie Formula w zakładce Parameters (patrz Rys.14) istnieje możliwość 

definiowania i dodawania własnych wzorów rekurencyjnych, co razem z pozostałymi 

dostępnymi parametrami daje dodatkowe, bardzo szerokie możliwości znalezienia ciekawego 

kształtu fraktala. Wymaga to jednak wniesienia zmian w kod danej biblioteki, a więc musimy 

nieco poprogramować. Zasady są bardzo proste – bez obaw! 

Aby rozpocząć pracę z edytorem wzorów należy z górnego menu wybrać Windows Ą Fractal 

Formulas lub po prostu wcisnąć klawisz F8 na klawiaturze. Otworzy się wtenczas okno 

wyglądające podobnie do przedstawionego na Rys.15. Okno zawiera cztery karty u góry 

i stwarza możliwości oprogramowania transformacji (tych znajdujących się w zakładce 

Parameters w karcie Transformation), wzorów rekurencyjnych fraktali (z karty Formula), 

procedur kolorowania (z karty Coloring) oraz bibliotek, w których można zdefiniować zasady 

działań matematycznych dla poszczególnych algebr (należy przypomnieć, że np. mnożenie 

i dzielenie kwaternionów i liczb bizespolonych istotnie różni się od tychże operacji 

dokonywanych na liczbach rzeczywistych). Ze względu na istotę planowanych działań w dalszej 

części skupimy się jedynie na karcie Formula w tym oknie. Poza tym, po lewej stronie mamy 

drzewko z odpowiednimi bibliotekami, a po prawej kod wybranej z drzewka biblioteki. 

Dodatkowo mamy tu kartę Status, w której możliwy jest podgląd zmiennych, parametrów itp., 

przycisk Compile, który umożliwia kompilowanie kodu i wiersz stanu na samym dole okna, 

w którym zawarte są informacje o poprawności procesu kompilacji lub występujących błędach. 

 

Rys.15. ²ȅƎƭŊŘ ƻƪƴŀ ŜŘȅǘƻǊŀ ǿȊƻǊƽǿ 
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Kod programu w tym edytorze jest również związany z interfejsem graficznym ChaosPro, więc 

wprowadzając zmiany w tym kodzie możemy obserwować je w interfejsie od razu po kompilacji. 

Kod i zasady programowanie są wzorowane na języku C++. Program zaczyna się od definiowania 

parametrów i zmiennych (jeżeli nie zamierzasz definiować nowych zmiennych – omiń ten 

fragment). Wszystkie typy parametrów (np. real, int, complex, quaternion) są już zdefiniowane 

w ChaosPro i należy je jedynie przywołać. 

Przydatne będą operatory matematyczne: 

Dodawanie + 

Odejmowanie - 

Mnożenie *  

Dzielenie /  

Podstawienie = 

Podniesienie do potęgi sqr( ) 

 

Najważniejsze dzieje się w części wykonawczej programu, czyli po linijce void loop(void). Tutaj, 

w nawiasach klamrowych są zdefiniowane wzory rekurencyjne. Rozpatrzmy pierwsze dwa z nich: 

if (frmltype=="z^2-c") 
  { 
   z=sqr(z)-c; 
  } 
else if (frmltype=="z^2+c") 
  { 
   z=z*z+c; 
  } 

Jest to fragment programu przewidujący wybór z rozwijanej listy. Wyrażenia w nawiasach 

okrągłych ujęte w cudzysłowie w wierszach 1. i 5. w powyższym kodzie definiują tekst w liście 

rozwijanej Formula w karcie Formula w oknie Parameters. Natomiast wiersze 3. i 7. w 

powyższym kodzie definiują odpowiadającą postać wzoru rekurencyjnego, na podstawie którego 

odbywa się generowanie fraktala. W drugim przypadku działanie podnoszenia do potęgi drugiej 

zostało zastąpione operacją mnożenia parametru z przez siebie (z*z), gdyż operacja podnoszenia 

do potęgi w postaci „^2” nie jest operacją zdefiniowaną w ChaosPro. W pierwszym zaś 

przypadku tą samą operację wykonano przy pomocy funkcji sqr, która jest funkcją 

predefiniowaną. Istnieje możliwość definiowania własnych funkcji w karcie Library w bibliotece 

Math.lib. Przykład podpinania dodatkowych bibliotek można znaleźć w kodzie dla fraktali 

bazujących na liczbach bizespolonych – Hypercomplex. 

Dodajmy teraz własny wzór rekurencyjny do wzorów opartych na kwaternionach. Powyższy 

fragment kodu modyfikujemy do następującej postaci: 

if (frmltype=="z^2-c") 
  { 
   z=sqr(z)-c; 
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  } 
else if (frmltype=="z^4-c/z+1/z") 
  { 
   z=sqr(sqr(z))-c/z+1/z; 
  }   
else if (frmltype=="z^2+c") 
  { 
   z=z*z+c; 
  } 
czyli wstawiamy dodatkowy przypadek (else if) pomiędzy przypadkiem pierwszym i drugim. 

W tym przypadku wzór zawarty w wierszu 5. kodu przedstawia postać nowego równania 

rekurencyjnego, a w wierszu 7. jego postać matematyczną z wykorzystaniem funkcji sqr. 

Aby umożliwić wykorzystanie tej funkcji w interfejsie należy wprowadzić odpowiednie zmiany 

w dalszej części kodu po wierszu void description(void). Jest to fragment kodu, który definiuje 

wygląd karty formula. Aby nasz nowododany wzór pojawił się w rozwijanej liście musimy dodać 

go w wierszu: 

frmltype.enum="z^2-c\nz^2+c\nz^3-c\nz^3+c\nz^4-c\nz^4+c\nc*z*(1-z)\nz*z+z*c\nz^3-

z^2+c\nz^2+c/z\n(z-c)*(z^2+c)+z^2\nz*(1-z)+c\nz*z+oldz+c\nz*ln(z)-c\nz^p-c"; 

W tym wierszu zapisane są postacie wyżej zdefiniowanych wzorów, każdy z nich jest oddzielony 

symbolami „/n”. Aby dodać nasz wzór modyfikujemy ten wiersz do postaci (dodany fragment 

zaznaczono na czerwono): 

frmltype.enum="z^2-c\nz^4-c/z+1/z\nz^2+c\nz^3-c\nz^3+c\nz^4-c\nz^4+c\nc*z*(1-

z)\nz*z+z*c\nz^3-z^2+c\nz^2+c/z\n(z-c)*(z^2+c)+z^2\nz*(1-z)+c\nz*z+oldz+c\nz*ln(z)-

c\nz^p-c"; 

Po wprowadzeniu tych zmian należy wcisnąć przycisk Compile u góry okna i jeżeli wszystkie 

czynności zostały wykonane poprawnie u dołu okna pojawi się komunikat „Formula has been 

succesfully compiled”, a nowododany wzór pojawi się liście rozwijanej, jak pokazano na Rys.16. 
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Rys.16. ²ȊƽǊ ŘƻŘŀƴȅ ǇǊȊŜȊ ŜŘȅǘƻǊŀ ǿȊƻǊƽǿ 

Wybierając nowododany wzór z rozwijanej listy możemy już generować fraktal na jego 

podstawie, definiując odpowiednie wartości dla stałej c i punktu startowego. 

 

Zaawansowane kolorowanie 
Zestaw predefiniowanych palet kolorów, chociaż jest obszerny, nie daje pełnej kontroli nad 

procesem kolorowania, tj. jesteśmy ograniczeni do 37 palet. ChaosPro pozwala na modyfikację 

tych palet oraz tworzenie własnych poprzez wykorzystanie edytora palet. Edytor ten można 

uruchomić z górnego menu, wybierając Fractalwindows Ą Palette Editor lub wciskając klawisz 

F7 na klawiaturze. Wygląd edytora wraz z oknem fraktala pokazano na Rys.17. 

 

Rys.17. ²ȅƎƭŊŘ ŜŘȅǘƻǊŀ ǇŀƭŜǘ 
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Edytor palet posiada górne menu z jedną rozwijaną kartą Gradient. Po otworzeniu tej karty 

mamy możliwość wybrać model kolorów spośród czterech dostępnych: RGB, CMY, HSV, HSL, 

stworzyć nową paletę, otworzyć istniejącą lub zapisać zmodyfikowaną. Nieco niżej pod górnym 

menu mamy dwa przyciski: pierwszy pozwala na wybór koloru, a drugi otwiera okno z paletami. 

Ostatni przycisk jest zdublowany z tym znajdującym się w pasku narzędzi (patrz Rys.4), jednak 

wybierając paletę z okna palet otwartego z poziomu edytora palet, wybrana paleta zostanie 

załadowana do edytora. 

Poniżej w edytorze znajdują się trzy okna z gradientem kolorów oraz liniami ze znacznikami. 

Każde z tych okien odpowiada za osobny kanał (np. w przypadku modelu RGB są to kanały R – 

red, G – green, B – blue). Znaczniki możemy przesuwać, sterując odpowiednio kolorami. Zmiany 

zobaczymy w czasie rzeczywistym zarówno na samej palecie, jak i na kolorowanym fraktalu. 

Poniżej mamy suwak, który pozwala na przesuwanie całej palety. Na samym dole mamy pola do 

wpisywania wartości, jeżeli potrzebujemy sparametryzować paletę dla konkretnych kolorów, 

których kody znamy. 
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½ŀƪƻƵŎȊŜƴƛŜ 
W tym samouczku przedstawiono krótki przegląd funkcjonalności programu ChaosPro, który jest 

niezbędny do przygotowania prac konkursowych w konkursie projektu „zaFRAKTALuj się!”. 

Samouczek został ograniczony tylko do tych narzędzi, które mogą być wykorzystane podczas 

generowania fraktali czterowymiarowych, o których mowa w konkursie. Jednak program 

ChaosPro posiada o wiele szersze możliwości i warto je poznać w wolnym czasie. Może się 

zdarzyć, że uczestnicy nie znajdą wszystkich odpowiedzi na swoje pytania (np. rozdział o 

programowaniu został nieco ograniczony ze względu na wysoki stopień skomplikowania, nie 

opisano procesu tworzenia dodatkowych funkcji itd.), wtenczas warto skorzystać z pomocy 

programu ChaosPro, która jest bardzo rozbudowana i często zawiera przykłady realizacji 

poszczególnych działań. 

Po przestudiowaniu samouczka znasz już wszystkie możliwości programu niezbędne do 

generowania fraktali i wiesz jak do tego zadania zabrać się. Pewnie także zdajesz sobie sprawę 

z ogromu możliwości parametryzowania fraktali, a więc Twoim głównym zadaniem jest 

spędzenie dłuższego czasu z programem, aby znaleźć naprawdę interesujące kształty. 

ÀȅŎȊȅmy Ci powodzenia w Twoich poszukiwaniach! L ƴƛŜŎƘ ƳƻŎ ōťŘȊƛŜ Ȋ ¢ƻōŊ! 


